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Вибрано схему теоретичного аналізу впливу обертового руху на робочий процес наддолотного стру-
минного насоса, визначено методи її реалізації та границі використання. На основі теорії потенціальних 
потоків з використанням елементарних гідродинамічних функцій комплексної змінної розроблено основи 
побудови аналітичних моделей робочого процесу наддолотного струминного насоса для умов його обертан-
ня в свердловині. Складові змішаного потоку моделюємо у вигляді функцій вихоровитоку  та паралельно-
струминної течії. Накладання окремих гідродинамічних функцій комплексної змінної дозволило поєднати 
часткові розв’язки диференціальних рівнянь  руху елементарних течій та виявити структуру функцій змі-
шаного потоку. Рівняння руху змішаного потоку представлено у вигляді комплексного потенціалу, складові 
якого відповідають рівнянням Лапласа та умовам Коші-Рімана і визначають кінематику безвихорової те-
чії. Показана можливість використання теорії функції комплексної змінної для моделювання профілів 
швидкостей та визначення границь розмежування змішуваних потоків при обертанні наддолотного стру-
минного насоса в свердловині. Визначений перелік гідродинамічних параметрів, які необхідно враховувати 
при моделюванні робочого процесу ежекційної системи, та встановлено структуру вихідних рівнянь, що 
характеризують кінематичну картину поля швидкостей в камері змішування струминного насоса. Сфор-
мульовано граничні умови для визначення комплексного потенціалу змішуваних потоків та границь викори-
стання запропонованого методу моделювання циркуляційних потоків. Встановлено клас гідродинамічних 
задач, до якого може бути віднесена задача пошуку комплексного потенціалу змішуваних потоків в камері 
змішування струминного насоса при його обертанні в свердловині. 

Ключові слова: наддолотний струминний насос, потенціальні потоки, гідродинамічні функції, комплек-
сний потенціал. 

 
Выбрана схема теоретического анализа влияния вращательного движения на рабочий процесс наддо-

лотного струйного насоса, определены методы ее реализации и границы применения. На основе теории 
потенциальных потоков с использованием элементарных гидродинамических функций комплексной пере-
менной разработаны основы построения аналитических моделей рабочего процесса наддолотного струй-
ного насоса для условий его вращения в скважине. Составляющие смешанного потока моделируем в виде 
функций вихреисточника и параллельно-струйного течения. Наложение отдельных гидродинамических фу-
нкций комплексной переменной позволяет объединить частные решения дифференциальных уравнений 
движения элементарных течений и установить структуру функции смешанного потока. Показана возмо-
жность использования теории функций комплексной переменной для моделирования профилей скоростей и 
определения границ размежевания смешанных потоков при вращении наддолотного струйного насоса в 
скважине. Определен ряд гидродинамических параметров, которые необходимо учитывать при моделиро-
вании рабочего процесса эжекционной системы и установлена структура исходных уравнений, характери-
зующих кинематическую картину поля скоростей в камере смешивания струйного насоса. Сформулирова-
ны граничные условия для определения комплексного потенциала смешиваемых потоков и границ примене-
ния предложенного метода моделирования циркуляционных потоков. Установлен класс гидродинамических 
задач, к которому может быть отнесена задача поиска комплексного потенциала смешиваемых потоков в 
камере смешивания струйного насоса при его вращении в скважине. 

Ключевые слова: наддолотный струйный насос, потенциальные потоки, гидродинамические функции, 
комплексный потенциал. 

 
The scheme of theoretical analysis of the influence of rotational motion on the working process of  the near-bit  

jet pump is chosen, the methods of its realization and limits of use are determined. On the basis of the potential 
flows theory with the application of elementary hydrodynamic functions of a complex variable, basics for the 
development of analytical models of the near-bit ejector pump operation for conditions of its rotation in a well have 
been worked out. Components of a mixed flow are modeled as functions of the vortex flow and parallel jet flow. 
Application of certain hydrodynamic functions of a complex variable has allowed to combine partial outcomes of 
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Постановка проблеми 
Необхідність нарощування власного видо-

бутку вуглеводнів вимагає підвищення ефекти-
вності спорудження експлуатаційних свердло-
вин. Процес буріння супроводжується забруд-
ненням продуктивного горизонту, внаслідок 
чого погіршуються фільтраційні властивості 
порід, зменшується продуктивність та коефіці-
єнт нафтогазовіддачі свердловини і тривалість 
розробки родовища. Аналіз фактичних незво-
ротних змін фільтраційної характеристики на-
вколо свердловинної зони вказує на можливість 
зменшення продуктивності нафтових родовищ 
України в 2-12 разів. 

Використання наддолотних струминних 
насосів для первинного розкриття нафтогазоно-
сного горизонту дозволяє зберегти природню 
проникність продуктивного пласта за рахунок 
зменшення тиску у привибійній зоні та зрос-
тання механічної швидкості буріння. Здатність 
струминного насоса зменшувати диференціа-
льний тиск у свердловині може бути підсилена 
одночасним використанням вихорових насадок 
[1]. Суттєвою перевагою наддолотних стру-
минних насосів є можливість зменшення варто-
сті буріння горизонтальних ділянок експлуата-
ційних свердловин [2]. Моделювання робочого 
процесу наддолотного струминного насоса за-
сноване на взаємодії супутніх потенціальних 
потоків з розміщеною між ними кільцевою зсу-
вною течією змінної структури. Складність гід-
родинамічних процесів вирівнювання швидко-
стей та тисків змішуваних потоків є причиною 
недостатньої точності проєктування та прогно-
зування режимів експлуатації наддолотного 
струминного насоса. Дана обставина значною 
мірою стримує  подальше поширення  ежекцій-
них технологій. Удосконалення математичної 
моделі наддолотного струминного насоса до-
зволяє підвищити ефективність первинного 
розкриття продуктивного горизонту і є акту-
альним завданням. 

Аналіз останніх досліджень  
Класичний метод моделювання робочого 

процесу наддолотної ежекційної системи пе-
редбачає [3], [4] встановлення вигляду рівняння 
напірної характеристики на основі використан-
ня закону збереження руху рідини в замкнено-
му об’ємі камери змішування струминного на-
соса. Закон збереження кількості руху рідини є 
основним засобом моделювання робочого про-
цесу свердловинних струминних насосів, які 
використовують в технологічних процесах 
освоєння, експлуатації та ремонту нафтогазо-
вих  свердловин [5]. В роботі [6] для моделю-
вання нагнітально-всмоктувальної ежекційної 
системи використовують закон збереження 
енергії, представлений у вигляді рівняння Бер-
нуллі. Для визначення гідравлічних втрат в 
елементах даної ежекційної системи застосова-
на теорема Ейлера про зміну кількості руху рі-
дини, рівняння Вейсбаха та емпіричні співвід-
ношення. Рівняння Бернуллі використовується 
також для моделювання характеристики гідра-
влічної системи наддолотного струминного на-
соса [7]. Спільний розв’язок рівнянь характери-
стики струминного насоса та його гідравлічної 
системи дозволяє визначити оптимальні конс-
трукторські та режимні параметри вибійної 
компоновки. Моделювання робочого процесу 
наддолотної ежекційної системи, яка створює у 
привибійній зоні зворотну циркуляцію робочого 
агента, здійснюється за допомогою диференці-
альних рівнянь руху змішуваних потоків [8].  
У цьому випадку зазвичай використовують  
чисельне моделювання та прикладні пакети  
стандартних програм. 

 
Виділення раніше невирішеної частки 

проблем  
На відміну від ежекційних систем, які реа-

лізують технологічні процеси виклику припли-
ву пластової рідини, нафтогазовидобування та 
промивання піщаних корків, використання над-
долотного струминного насоса супроводжуєть-
ся його обертанням у свердловині. Обертання 

differential equations of elementary streams motions and to determine the structure of the mixed flow function. The 
equation of the mixed flow motion is given in the form of a complex potential, components of which are equal to 
Laplace’s equation and Cauchy-Riemann Conditions, and determine the kinematics of irrotational flow. Possibility 
of application of the complex variable functions’ theory for velocities profiles modeling and determination of limits 
for dissociation of mixed flows by rotation of the near-bit jet pump in a well has been shown. The list of hydro-
dynamic parameters, which should be taken into consideration by modeling of the ejector system working process, 
has been determined, and the structure of initial equations, that characterize kinematic picture of velocities field in 
the chamber of the ejector pump mixing has been established. Limit conditions for determination of a complex 
potential of mixed flows and application limits of the proposed method of circulation flows modeling have been 
stated. The class of hydrodynamic problems has been established, to which one may relate the problem of finding 
the complex potential of mixed flows in a chamber for mixing of an ejector pump by its rotation in a well. 

Key words: near-bit jet pump, potential flows, hydrodynamic functions, complex potential. 
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струминного насоса в свердловині має місце 
також при використанні ежекційних систем для 
видалення з вибою металевого шламу та елеме-
нтів підземного обладнання [9]. Внаслідок обе-
ртання бурильної колони наддолотна ежекційна 
система додатково набуває ознак, що характер-
ні динамічним насосам. Виникнення в проточ-
ній частині струминного насоса циркуляційних 
потоків, траєкторія руху яких розміщена в 
площинах, перпендикулярних до осі свердло-
вини, змінює вигляд напірної, енергетичної та 
кавітаційної характеристик ежекційної системи. 
Відомі математичні моделі наддолотного стру-
минного насоса не враховують факту його обе-
ртання в свердловині, внаслідок чого можливо 
визначити лише наближені значення показни-
ків його використання.  

 
Мета досліджень 
Метою досліджень, результати яких наве-

дені в даній роботі, є обгрунтування методу 
моделювання робочого процесу наддолотного 
струминного насоса із врахуванням його обер-
тового руху в свердловині. 

 
Висвітлення основного матеріалу 
Низьконапірний інжектований потік вна-

слідок обертового руху високонапірного робо-
чого потоку отримує додаткову кінетичну енер-
гію, яка в подальшому перетворюється в енер-
гію тиску. Під час обертання робочого потоку 
утворюються спіралеподібні лінії течії, які вза-
ємодіють з інжектованою рідиною так само, як 
це відбувається в порожнині робочого колеса 
відцентрового насоса. Обертання робочого по-
току, таким чином, викликає створення стру-
минним насосом додаткового напору. 

Обертання ежекційної системи змінює 
профіль швидкостей потоків у камері змішу-
вання струминного насоса. Внаслідок дії відце-
нтрових сил в процесі обертання відбувається 
зміщення границі поділу зовнішнього інжекто-
ваного та внутрішнього робочого потоків у на-
прямку від осі симетрії струминного насоса і 
зростає швидкість руху рідини в периферич-
них, розміщених біля стінок камери змішуван-
ня, ділянках. Профіль швидкостей стає більш 
рівномірним, внаслідок чого зростає витрата і 
тиск змішаного потоку. 

Відповідно до запропонованого автором 
механізму впливу обертання ежекційної систе-
ми на характеристику струминного насоса бу-
демо вважати, що вирівнювання профіля швид-
костей рівнозначне передачі кінетичної енергії 
циркуляційним потоком зовнішній інжектова-
ній течії. Тоді порівняльний аналіз профілів 

швидкостей в камері змішування для випадку 
обертання і для нерухомої ежекційної системи 
дозволяє визначити вплив циркуляційної течії 
на характеристику струминного насоса. Запро-
понована автором математична модель змішу-
вання потоків заснована на використанні гідро-
динамічних функцій комплексної змінної у ви-
гляді суми часткових розв’язків диференціаль-
них рівнянь потенціального руху радіальної, 
циркуляційної та однорідної течій. 

Найбільш поширена гідравлічна модель 
робочого процесу струминного насоса  врахо-
вує нерівномірність розподілу швидкостей в 
камері змішування за допомогою коефіцієнта 
швидкості  . Даний коефіцієнт може бути ви-
значений як співвідношення середньої і макси-
мальної швидкостей потоку [10]. Таким чином, 
дослідження впливу частоти обертання ежек-
ційної системи на її характеристику зводиться 
до визначення впливу даного параметра на змі-
ну величини коефіцієнта швидкості руху пото-
ків у камері змішування струминного насоса. 

Враховуючи запропонований автором ме-
ханізм впливу обертання ежекційної системи на 
характеристику струминного насоса, сформу-
люємо задачу досліджень. 

Джерело потоку у вигляді точкового вито-
ку обтікається однорідною течією. 

У випадку нерухомої ежекційної системи 
робочий потік має вигляд радіальної (позиція 1 
на рис. 1, І) течії. 

Для умов обертання струминного насоса 
робочий потік утворюється радіально-
циркуляційною (позиція 2 на рис. 1, а II) 
течією. Однорідна течія 3 моделює інжектова-
ний (зовнішній) потік. Границя поділу інжекто-
ваного та робочого потоків 4 (рис. 1, б), яка ві-
докремлює однорідний потік від радіальної 
(рис. 1, б I) або радіально-циркуляційної  
(рис. 1, б II) течії, внаслідок дії сил інерції при 
обертанні робочого потоку зміщується в на-
прямку стінок камери змішування. При цьому 
зростає площа епюри швидкостей, середня 
швидкість змішаного потоку та величина кое-
фіцієнта нерівномірності. Задача досліджень, 
таким чином, може бути зведена до пошуку 
границь розмежування інжектованого й  робо-
чого потоків та інтегрування профілю швидко-
стей. 

Під час визначення радіуса розмежування 
потоків ir , коефіцієнта нерівномірності розпо-
ділу швидкостей   та відносного напору h  
струминного насоса необхідно врахувати час-
тоту обертання ежекційної системи n , величи-
ну коефіцієнта інжекції i , геометричний пара-
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метр pK , радіус камери змішування  cr  та від-

стань між робочою насадкою та камерою змі-
шування wl . 

, , ( , , , , )і c w pr h f n r і l K   .           (1) 

Вихідні рівняння, які моделюють робочий 
процес ежекційної системи за наявності обер-
тання струминного насоса, мають вигляд: 

( ) ( , ) ( , )w z x y i x y   ;               (2) 
2 2
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1 2( ) ( ) ( ) ( )пw z w z w z w z   ,         (5) 
де  ( )w z  – комплексний потенціал; 

( , )x y  – потенціал швидкостей в точці рі-
дини з координатами ,x y ; 

( , )x y  – функція течії в точці рідини з ко-

ординатами ,x y . 
Рівняння (2) показує, що кожний визначе-

ний вибір аналітичної функції ( )w z  характери-

зує певну систему ліній течій ( , )x y const   та 

ізопотенціальних ліній const   і, таким чи-
ном, встановлює індивідуальну кінематичну 
картину поля швидкостей плоскої течії 

u
x y

  
 
 

;                        (6) 

v
y x
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 

,                       (7) 

де  ,u v  – компоненти швидкості. 
Потенціал швидкостей   та функція течії 

  відповідають рівнянням Лапласа (співвід-
ношення (3), (4)). Функції  ,   повністю ви-
значають кінематику безвихорового потоку. 
Самих рівнянь Лапласа, однак, недостатньо для 
визначення функцій  ,  , які відповідають 
кожному конкретному випадку, оскільки дані 
диференціальні рівняння мають безліч 
розв’язків. Тому необхідно сформулювати до-
даткові умови, що дозволили б визначити ком-
плексний потенціал у кожному конкретному 
випадку. Перша гранична умова накладає дода-
ткові обмеження на функцію  : нормальна 
складова швидкості рідини на поверхні контура 

nV  повинна дорівнювати нулю, оскільки рідина 
не може проникнути всередину контура і не 

 

а)  обтікання витоку (I) та вихоровитоку (II) однорідним потоком; 
б) профілі швидкостей радіально-однорідного (I) та радіально-циркуляційно-однорідного (II)  

змішаного потоків 
1 – витік; 2 – вихоровитік; 3 – однорідний потік; 4 – границі розмежування потоків; 5 – стінка 

камери змішування 

Рисунок 1 – Постановка задачі досліджень 
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може відірватись від його поверхні (обтікання 
безвідривне) 

0пV
n


 


 .                      (8)   

 Наведене співвідношення є умовою ков-
зання для ідеальної рідини. 

Друга умова стосується іншої границі по-
току: на значній відстані (тобто умовно на без-
межності) від контура області, яка розглядаєть-
ся, де збурення на потік відсутнє, течія повинна 
мати задану швидкість V V . Обидві наведені 
умови стосуються значень функцій  ,   на 
границях контуру рідини і тому визначають 
граничні умови даної задачі. Таким чином, під 
час розв’язання рівняння Лапласа для даної 
конкретної задачі необхідно зі всього масиву 
функцій  ,   вибрати значення, які задовіль-
няли б згаданим граничним умовам. В загаль-
ному випадку (тобто для контурів областей 
будь-якої форми) ця задача на сьогоднішній 
день не має точного розв’язку, проте окремі 
часткові розв’язки цих рівнянь для елементар-
них потоків відомі. Цих небагатьох розв’язків 
достатньо для отримання значної кількості 
розв’язків для більш складних потоків. Врахо-
вуючи, що рівняння (3), (4) є лінійними, вони 
мають таку саму властивість, що і сума будь-
якої кількості часткових розв’язків, тобто сума 
окремих розв’язків теж є розв’язком рівняння 
Лапласа. При додаванні потенціалів швидко-
стей та функцій течій відповідні швидкісні по-
ля додаються за загальним правилом складання 
векторних полів. Рівняння (5) визначає прин-
цип суперпозиції або метод накладання пото-
ків. 

Рівняння (6), (7) є диференціальними рів-
няннями Коші-Рімана, яким задовільняють дій-
сна та уявна частина будь-якої регулярної фун-
кції комплексної змінної ( )w z , де z x іy  , і 

навпаки, якщо функції ( , )x y  та ( , )x y  задо-
вільнять диференціальним рівнянням (6), (7) ці 
функції можна розглянути відповідно як дійсну 
та уявну частини певної регулярної функції 
комплексної змінної. Ця обставина дозволяє 
використовувати комплексну змінну в теорії 
плоского потенціального потоку нестисливої 
рідини. Введення комплексної змінної суттєво 
спрощує дослідження плоского потенціального 
потоку і дозволяє залучити до вирішення пи-
тань гідродинаміки достатньо розроблений ма-
тематичний апарат теорії функції комплексної 
змінної. 

В процесі моделювання робочого процесу 
ежекційної системи за умови кругової цирку-
ляції змішуваних потоків вважаємо, що обер-

тання частинок рідини навколо власної осі від-
сутнє 

0rot V 


; 
або 

0x y z     ,                     (9) 

де  V  – лінійна векторна швидкість руху 
частинки рідини за замкненою траєкторією; 

  – компоненти кутової швидкості руху 
частинки рідини. 

При цьому допускається усталений рух рі-
дини за концентричними траєкторіями навколо 
прямолінійної осі. Обертання елементарних 
частинок рідини відсутнє практично у всьому 
об’ємі потоку за винятком невеликих за розмі-
ром областей. Зокрема це області, які безпосе-
редньо прилягають до твердих поверхонь, тоб-
то приграничний шар рідини. Прийняте при-
пущення, таким чином, не враховує зменшення 
швидкості руху рідини до нуля біля стінки ка-
мери змішування. Відсутність обертання еле-
ментарних об’ємів в потоці або безвихорова 
течія означає, що рідина знаходиться у потен-
ціальному силовому полі, тобто зовнішні сили 
F , які діють на рідину, мають потенціал U  

UqradF   .                     (10) 

Існування потенціала швидкостей, власне, і 
визначає характер плоского швидкісного поля 

;u V
x y

  
 
 

,                   (11) 

або                        V grad  . 
Умова потенціальності дозволяє суттєво 

спростити розрахункові залежності, оскільки 
замість векторної функції V  достатньо знайти 
скалярну функцію  . 

Область використання запропонованої ма-
тематичної моделі визначається застосуванням 
при моделюванні робочого процесу струминно-
го насоса методу накладання змішуваних пото-
ків. Процес змішування рідин відбувається за 
наявності як робочого, так і інжектованого по-
току. Робочий режим свердловинної ежекційної 
системи, однак, не виключає можливості екс-
плуатації струминного насоса у випадку нульо-
вої витрати інжектованого потоку 0iQ  , яка 
відповідає максимальній величині відносного 
напору maxh h . Враховуючи відносні показни-
ки, область використання запропонованої мо-
делі може бути визначена умовою існування 
позитивних значень коефіцієнта інжекції 

0i pi Q Q   (де рQ  – витрата робочого пото-

ку). Визначена область застосування запропо-
нованої моделі, однак, не звужує границь її ви-
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користання, оскільки величина коефіцієнта ін-
жекції може бути прийнята нескінчено малою. 

Розглянуті особливості постановки задачі 
дослідження робочого процесу свердловинної 
ежекційної системи зведені в таблицю 1. 

Визначимо клас гідродинамічних задач, до 
якого може бути віднесена задача пошуку ком-
плексного потенціалу сумарних потоків у ка-
мері змішування струминного насоса при його 
обертанні в свердловині. Залежно від прийня-
тих граничних умов розрізняють два типи задач 
гідродинаміки: 

1. Задача Неймана, яка передбачає визна-
чення в даній заданій області D  функції   (яка 
задовільняла б рівнянню Лапласа) за відомим 
значенням нормальної похідної цієї функції на 
контурі області D .  

2. Задача Дирихле, яка полягає у визначен-
ні в заданій області D  функції  (яка задовіль-
няла б рівнянню Лапласа) за відомим значен-
ням цієї функції на контурі області  D .  

В нашому випадку внутрішня область ро-
бочого потоку обмежена контуром розмежу-
вання (у вигляді лінії течії) однорідної (позиція 
3 на рисунку 1) та радіально-циркуляційної  
(позиції 1, 2 на рисунку 1) течії. Контур перерізу 
будь-якого тіла є лінією течії, оскільки в іде-
альній рідині умова, що визначає будь-яку лінію 

течії 0
n

    
, збігається з умовою на твердій 

стінці і, навпаки, кожну лінію течії  можна роз-
глядати як контур перерізу твердого тіла. Лінію 
течії, яка характеризує тверду поверхню, при-
йнято вважати нульовою лінією течії 0  . 

Вибір значення функції 0   на контурі обла-
сті не суперечить фізичному змісту процесу, 
оскільки комплексний потенціал визначається 
до аддитивної постійної вигляду 1 2c c ic  , а 

постійні 1c , 2c  можуть бути прийняті такими, 

щоб виконувалась умова 0  .  

Таким чином, розв’язок рівняння Лапласа 
передбачає використання граничної умови у 
вигляді відомого значення функції течії на кон-
турі області. Враховуючи, що функції   та   є 
спряженими функціями поставлена гідродина-
мічна задача може бути класифікована як окре-
мий різновид граничної задачі Дирихле. 

Після встановлення закономірностей зміни 
параметрів робочого процесу свердловинної 
ежекційної системи необхідно провести дета-
льний аналіз отриманих при моделюванні ана-
літичних залежностей. 

 
Висновки та перспективи розвитку на-

прямку 
1. Показана можливість моделювання ро-

бочої, інжектованої та циркуляційної течій за 
допомогою гідродинамічних функцій комплек-
сної змінної. 

2. Сформульовано граничні умови для ви-
значення комплексного потенціалу змішуваних 
потоків та границь використання запропонова-
ного методу моделювання робочого процесу 
наддолотного струминного насоса. 

3. Поєднання часткових розв’язків дифере-
нціальних рівнянь руху елементарних течій до-
зволяє встановити структуру функції змішаного 
потоку, дослідити його кінематику та виявити 
закономірності зміни напірної та енергетичної 
характеристики струминного насоса в умовах 
його симетричного обертання в свердловині. 

4. Визначено клас гідродинамічних задач, 
до якого може бути віднесене моделювання 
робочого процесу наддолотного струминного 
насоса з використанням гідродинамічних фун-
кцій комплексної змінної. 

Сформульовані принципи моделювання 
змішування циркуляційних потоків в подаль-
шому необхідно реалізувати в гідравлічній мо-
делі струминного насоса для умов його симет-
ричного обертання в свердловині з наступною 
експериментальною перевіркою аналітичних 

Таблиця 1 – Основні складові елементів формулювання постановки задачі дослідження 

Мета моделювання Встановлення відповідності між величинами 
, , ( , , , , )і c w pr h f n r і l K   

Вихідні рівняння 
2 2 2 2

2 2 2 2

1 2

( ) ( , ) ( , )

0; 0

( ) ( ) ( ) ( )п

w z x y i x y

x у x y

w z w z w z w z

 

   

 

   
   

   
  

 

Методи розв’язання задачі Теорія функцій комплексної змінної 
Прийняті припущення 0rot V 


 

Область використання 0і   
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напірної та енергетичної характеристик сверд-
ловинної ежекційної системи. 
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